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JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

1. (7 pts.) Sea f: C — C definida por:

f(2) = sen(x? — y?) cosh(2zy) + i cos(z® — y*) senh(2zy)
Determinar si f es analitica en algin subconfunto de C. En caso afirmativo, expresar f como una funcién

elemental que depende solo de z.

2. (10 pts.) Si z,w son dos complejos que satisfacen el sitema de ecuaciones

2e* 4 3sen(w) = 5i
3e* — 2sen(w) =4

hallar todas las soluciones de dicho sitema como un par ordenado (z,w). (Observacién: jambas coorde-
nadas complejas tienen infinitas soluciones!)

27i

3. (8 pts.) Sea w = €3 la raiz cibica primitiva de la unidad.

(a) Demostrar que la factorizacién cldsica en variable real a® — b® = (a —b)(a® + ab+ b?) se convierte en
a® — b = (a—b)(a—bw)(a —bw?) para a,b € C (Sugerencia: completar cuadrados con el polinomio
cuadrético y reconocer bw y bw? en esta factorizacién)

(b) Usar la factorizacién anterior para resolver el lim ———
T—e 23” z—e€3

4. (10 pts.) Sea Q la banda semi-infinita definida por Q{z+iy||z| < T,y > 0}, y sea f(z) = cos z. Estudiar
el mapeo de 2 por medio de f, estudiando cémo son las curvas f(71) y f(72), si 71 ¥ 72 son segmentos
de rectas horizontales y verticales, respectivamente, sobre )



Pregunta 1 (7 puntos) Sea f : C — C definida por
flz) = sen(x? — yz)cosh(2xy) + icos(x? — yZ)senh(ny)

Determinar si f es analitica en algtin subconjunto de C. En caso afirmativo expresar f como una funcién
elemental que dependa de solo de z.

Solucién

(a) Para saber si f es analitica, debemos verificar que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann.
Es decir,
Uy =0y

Uy = =0y

Donde, para f(z),
u(x, y) = sen(x* — yz)cosh(ny)

o(x, y) = cos(x* — y*)senh(2xy)

Procedamos entonces a hallar las derivadas parciales de u y de v con respecto de x y de y

1, = 2xcos(x? — yz)cosh(ny) + 2ysen(x2 - yz)senh(ny)
vy = 2ysen(x2 - yz)senh(ny) + 2xcos(x? — yz)cosh(Zch)

uy = —2ycos(x2 - yz)cosh(ny) + 2xsen(x? — yz)senh(ny)
vy = —2xsen(x* — yz)senh(ny) + Zg/cos(x2 - yz)cosh(ny)

Uy = —0y

Como se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann para todo (x, y) € C y, ademads, u(x, y) y v(x, y)
son funciones continuas con primeras derivadas parciales continuas. Podemos concluir que f es analitica
en todo C.

(b) Para hallar una expresion de f que dependa solo de la variable z tenemos que hacer manipulaciones
sobre f(x, y) hasta que podamos identificar a la variable z = x + yi. En este caso,
Sabemos que,
cosh(z) = cos(iz)

isenh(z) = sen(iz)

Asi,
cosh(2xy) = cos(i2xy)

isenh(2xy) = sen(i2xy)
Por lo tanto,
fz) = sen(x? — yz)cosh(ny) + icos(x? — yz)senh(ny) = sen(x? — yz)cos(iny) + cos(x* — y2)sen(i2xy)

= sen(a)cos(B) + cos(a)sen(B) = sen(a + p) = sen(x? — y2 + 12xy) = sen((x + iy)z) =

f(z) = sen(z?)




Pregunta 2 (10 puntos) Sean z, w dos complejos que satisfacen

2¢* + 3senw = 5i
3e* — 2senw =i

Hallar todas las soluciones de dicho sistema como un par ordenado (z, w) (Observacién: ambas
coordenadas complejas tienen infinitas soluciones).

Solucion

(Hallando z) Resolvamos el sistema de ecuaciones por reduccién

2-(26* + 3senw = 5i) | 4¢* + 6senw = 10i
3. (3¢* — 2senw = 1) 9¢* — bsenw = 3i

Luego, sumando ambas ecuaciones se tiene que 13¢* = 13i
De manera que nos queda la siguiente ecuacién compleja que debemos resolver
=i
Aplicando logaritmo de ambos lados nos queda que
z = Ln(r) := In|r| + i(6, + 2kn)
Donder=iykeZ
Nota: Ln(r) en maytscula denota al logaritmo como funcién multivaluada. Mientras que In(r) en mintiscula denota al logaritmo real.

Luego,

z = Inji + i(tan‘l(%) +2kmt) = In(1) + i(g +2kn) — |z = i(g + 2kn)

(Hallando w) De forma andloga, buscamos ahora eliminar z de nuestras ecuaciones para hallar w

3-(2¢* + 3senw = 5i) | 6€* + 9senw = 15i
—2-(3¢* = 2senw =1i) ~ | —6€* + dsenw = —2i

Luego, sumando ambas ecuaciones se tiene que 13senw = 13i
De manera que nos queda la siguiente ecuaciéon compleja que debemos resolver
senw =1
Manipulemos un poco la expresion,
senw = sen(a + bi) = sen(a)cos(bi) + sen(bi)cos(a) = sen(a)cosh(b) + icos(a)senh(b) = i

Luego, sabemos para que dos niimeros complejos sean iguales deben coincidir tanto su parte real como
su parte imaginaria.
Es decir,
sen(a)cosh(b) = 0
cos(a)senh(b) =1

0

Partiendo de la primera ecuacién, sen(a)cosh(b) = 0 si 'y solo si, | sen(a) = 0|6 | cosh(b) = 0 ‘
Pero, la funcién cosh(x) NUNCA se anula. Por lo tanto descartamos esa posibilidad.

Nota: Es conveniente conocer las graficas de senh(x) y cosh(x) para resolver ejercicios que involucran funciones trigonométricas.



Asi que, Para
arcsen0 = a —

Ahora que conocemos el valor de a, debemos hallar el valor de b.
Asfi, para a = km, entonces

cos(a)senh(b) = cos(km)senh(b) = (—1) senh(b) = 1 — | senh(b) = (-1)*

Donde, para k € Z impar

senh(b) = -1 — ‘ b = arcsenh(—1) ‘

Y para k € Z par

senh(b) =1 — | b = arcsenh(1)

Asi, tenemos que

Para k par

’w =a + bi = kmnt + iarcsenh(1) ‘

Para k impar

’ w = a + bi = km + iarcsenh(—1) ‘

(Solucién) Finalmente, el sistema tiene infinitas soluciones de la forma.

Para k par

(z,w) = (i(g + 2km), ke + iarcsenh(l))

Para k impar

(z,w) = (i(g + 2km), kmt + iarcsenh(—l))




Pregunta 3 (8 puntos) Sea w = ¢2™/3 la raiz ctibica primitiva de la unidad.

(a) Demostrar que la factorizacion clasica de variable real a® — b = (a — b)(a? + ab + b?) se convierte en

a® — b® = (a — b)(a — bw)(a — bw?) para a, b € C (Sugerencia: completar cuadrados en el polinomio cuadrético
y reconocer bw y bw? en esta factorizacion).

(b)Usar la factorizacién anterior para resolver
. -1
lim ————
Zermif3 7 — e2mif3

Solucién

(a) Para resolver este ejercicio, lo que buscamos demostrar es que (a* + ab + b?) = (a — bw)(a — bw?)

Sustituyendo, w = ¢>™/3 en la expresi6n de la izquierda tenemos que,

(ﬂ _ bZU)(ﬂ _ be) — (ﬂ _ be277i/3)(a _ be4m’/3) — ﬂ2 _ Elb€4ni/3 _ abeZni/3 + b262m'/3e4m'/3 —

H H 2mi |, 4mi P P P
=2 —ab [e4m/3 + 62711/3] + 2B = 2 b [64771/3 + ezm/3] + pRe2mi

Luego, la férmula de euler establece que,

"% = cos(6) + isen(0)

Asi, llegamos a la siguiente expresion
a® — ab[cos(4m/3) + isen(41/3) + cos(2m/3) + isen(27/3)] + b* (cos(2m) + isen(2m)) =

a® — ab[(cos(4m/3) + cos(27/3)) + i (sen(4m/3) + sen(2m/3))] + b* (1 + 0i) =

Luego, si trasladamos los dngulos al primer cuadrante (o si aplicamos propiedades de sumas de angulos)
y buscamos una expresién equivalente de senos y cosenos. Tenemos que,

sen(zg) = sen(g) = ﬁ

cos(%) = —cos(g) = -

sen(%{) = —sen(z) =——

3 2
4n T 1
cos(?) = —cos(g) =-3

Por lo tanto, siguiendo con la expresién que veniamos desarrollando

a2—ab[(—%—1)+i(—§+?)]HF:

@ —ab[(~1) +i0] + b? =

De manera que queda demostrado
(@ + ab + V) = (a — bw)(a — bw?)

(b) Una vez demostrada la identidad, podemos resolver el siguiente limite

22—
lim
z-w Z — W




Sea el numerador z* — 1, podemos desarrollarlo de forma que
2-1=2-1P=@z-Dz-1-wz-1 -0 =z-1)z-w)(z-uw)

Simplemente utilizando la identidad que acabamos de demostrar.
Por lo tanto,

-1 (z—-1)(z - w)(z — w?)
m

, ey 1 _ —2) — _ — 2
li e mim Ty~ lime - De-wh = @ - D)
Tal que, 4 ‘ '
(w _ 1)(w _ w2) — (62711/3 _ 1)(62711/3 _ e4n1/3) —
= (cos(2mt/3) + isen(21/3) — 1) - (cos(271/3) + isen(27/3) — cos(41/3) — isen(4m/3))
__l_l_iﬁ_l. 1+'ﬁ+1+'£—_§+'£.(i\/§)—_&'_§
2 2 2 2 2 2) (2 "2 22
Finalmente,
lim(z - 1)(z - w?) = _73 (V3i+1)
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